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3.7.1 Introduccion y Objetivos

Introduccion

* En sesiones anteriores se ha estudiado el comportamiento constitutivo elasto-plastico.

* Usando, ya sea la teoria total o la incremental, se han podido resolver problemas de
evolucion de la deformacidn plastica, en situaciones geométricamente simples, en las que el
tensor de tensiones (y de deformaciones) es facil de establecer.

» Sin embargo, en casos mas generales, en los que es mas dificil (eventualmente, imposible)
determinar analiticamente los campos tensoriales o y €, debe recurrirse a algin método de
solucién numeérica.

* En comparacion con la implementacion computacional del problema elastico, el problema
elasto-plastico es mucho mas complejo y costoso numéricamente porque la relacidon entre
oy € es de tipo no lineal

Objetivos

 Establecer los fundamentos del Método de Elementos Finitos no lineal, en problemas en los
que el origen de la no linealidad es debido Unicamente a la no linealidad de la ecuacidn
constitutiva del material.

* Aplicar estos fundamentos a materiales con comportamiento constitutivo elasto-plastico.
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3.7.1 Introduccion y Objetivos

Hipotesis de trabajo

* Material con comportamiento elasto-plastico, con o sin endurecimiento por deformacion.
* Se admite endurecimiento isotropo (expansion uniforme de la superficie de fluencia).

* No se admite endurecimiento cinematico (desplazamiento del centro del lugar de
plastificacion).

* Régimen cuasi-estatico (se desprecian las fuerzas de inercia)

* Se adopta la hipodtesis de deformaciones infinitesimales: el desplazamiento y su gradiente son
“pequenos” (ver Tema 2 para recordar esta hipdtesis)

(En esta circunstancia, las fuerzas externas no dependen del campo de desplazamiento y
pueden, por tanto, calcularse en la configuracion inicial, no deformada)
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: l. Recuerdo
En Elasticidad se presentd el Método de Mediante la discretizacion en elementos finitos
Elementos Finitos (MEF) como una herramienta del sélido deformable en estudio, el problema

que permite resolver el problema elastico elastico fue reducido a un sistema de ecuaciones
general, que consta de: algebraicas, del tipo:

Klo)= () o

3 diferenciales de equilibrio interno

6 diferenciales para relacién def. vs desplazamiento donde:
6 constitutivas (Ley de Hooke-Lamé) 6 vector de desplazamientos nodales
15 en total

{ f } Vector de fuerzas nodales externas

Numero de variables:
[K] Matriz de rigidez de la Estructura
6 componentes de [o]

6 componentes de [g]
3 componentes de desplazamiento El método empleado consistid, esencialmente, en

los siguientes pasos:

15 en total
- Dividir el sélido en elementos finitos (discretizacion).

- Definir funciones de aproximacion local.
- Hacer minimo un funcional global, que es suma de
funcionales locales de cada elemento finito.
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: l. Recuerdo

Caracteristicas del sistema a resolver:

Si [K] vy {f} son constantes, es decir, si son [K ]{g} — { f } (1)

independientes del vector de incdgnitas {0}, | ==)
entonces

Es un sistema lineal de ecuaciones algebraicas.

Se cumple esto en Elasticidad?

[K ] = ZE: [Ae ]T [ke ][Ae ] [Ae] Matriz de conectividad nodal
e=1

(2) [ke] Matriz de rigidez del elemento “e-ésimo”
k¢l= |[B| |D°®|IB|dv [B] Matriz que contiene las derivadas de las
[ ] \;[[ ]T [ ][ ] funciones de forma, de modo que: {Ee}= [B]{ e}

(3)

[De] Matriz de rigidez (Ley de Lamé-Hooke), que
relaciona tensidon con deformacion eldastica: {O‘e}z [De]{ge}
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: l. Recuerdo

Observaciones

En la matriz [D€] se ha incluido el super-indice e para indicar que la rigidez elastica del

material puede variar de un elemento a otro (por ejemplo, algunos elementos del sélido

bajo andlisis pueden estar constituidos de aluminio, mientras que otros de acero).

Las propiedades eldsticas contenidas en la matriz [D€] son, sin embargo, independientes

de la solicitacidn mecanica vy, por tanto, independientes también del vector de

desplazamientos nodales {6¢}

{

Por lo tanto, se verifica que el MEF origina, en efecto, un sistema lineal de ecuaciones

algebraicas, si la respuesta del material a la solicitacidon mecdnica es puramente eldstica.
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l. Recuerdo

¢Qué ocurre en plasticidad?

Puede demostrarse, recurriendo a la Teoria Incremental de la plasticidad, en conjunto con
la formulacién mas general, basada en la existencia de un potencial de plastificacion, que:

 Existe una relacion general de proporcionalidad entre un incremento del tensor de
tensiones y un incremento del tensor deformaciones:

do=D":d¢

* El factor de proporcionalidad en esta relacidn entre incrementos varia, a su vez, en
funcién del estado tenso-deformacional:

Dtan _ Dtan (G) o bien Dtan _ Dtan (8)

» Este factor de proporcionalidad D™ es un tensor de 42 orden, a veces denominado
tensor de Rigidez Tangente del material:

do=D"":de < do; =Dy dg,

En materiales que obedecen a plasticidad asociada,
con endurecimiento isotrdpico J,

of of
{(D : sfo.j®(D : g;)} Expresada en n {Dijs’t aﬁmn Dmnkl}
D® =D- Di = D —

( of of j componentes:

H+—:D:—
oo oo

(4)

(5)
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: l. Recuerdo

¢Qué ocurre en plasticidad?

¢Puede obtenerse en plasticidad un sistema de ecuaciones algebraicas
utilizando el mismo método que se usd antes, en elasticidad?

Esto es: - Discretizando el sdlido en elementos finitos.
- Definiendo funciones de aproximacién local.
- Haciendo minimo un funcional global, que es suma de funcionales locales de cada
elemento finito.

Antes de responder a esta pregunta:

dado que [D®"] varia con la deformacion, puede intuirse que si, en efecto, fuese
posible por algin método encontrar un sistema de ecuaciones para aproximar la
solucién del problema elastoplastico, este sera del tipo:

[K tan ]{X} = {f } —> Sistema no lineal, puesto que K" = K(x) (6)

Debera ser resuelto por métodos numeéricos.
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: l. Recuerdo

¢Qué ocurre en plasticidad?

é¢Puede obtenerse en plasticidad un sistema de ecuaciones algebraicas
utilizando el mismo método que se usd antes, en elasticidad?

Esto es: - Discretizando el sdlido en elementos finitos.
- Definiendo funciones de aproximacion local.
- Haciendo minimo un funcional global, que es suma de funcionales locales de cada
elemento finito.

El método seguido en Elasticidad para derivar la aproximacion basada en Elementos
Finitos a la solucidon del problema elastico tiene dos desventajas:

* Elfuncional Tt que se construyd para ser minimizado incluia entre sus variables la energia
potencial eldstica, o cual obligaba a explicitar la ecuacién constitutiva ya en el proceso de
obtencion del sistema lineal de ecuaciones algebraicas que constituye la aproximacion MEF

* Adicionalmente, no todos los sistemas de ecuaciones diferenciales admiten la construccion
de un funcional cuya minimizacién conduzca a una aproximacion a la solucién exacta.

En Mecanica de Sdlidos, el MEF puede también formularse recurriendo al Principio de los
Trabajos Virtuales.

En este caso, no es necesario explicitar la ecuacidn constitutiva del material sino hasta el
momento en que se desee resolver el sistema de ecuaciones resultantes.




CONTENIDOS

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

7.3

7.4

7.5

Introduccion y Objetivos

El MEF:

I. Recuerdo

Il. Generalizacion mediante el PT.V.

Aplicaciones del MEF basado en el P.T.V.
I. Aplicacién a ELASTICIDAD LINEAL
Il. Aplicacién a ELASTO-PLASTICIDAD

Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson
I. Para ecuaciones no-lineales ESCALARES

/l. Para ecuaciones no-lineales VECTORIALES

El Método de Newton-Raphson en el MEF no lineal
. Implementacion ITERATIVA
Il. Implementacion ITERATIVA e INCREMENTAL



Tema 3.- Plasticidad | 3.7.- Métodos Numeéricos en Plasticidad i3

3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: 1. Generalizacién mediante el PTV

Formulacion del MEF a partir del Principio de los Trabajos Virtuales

En este enfoque, no se utiliza la idea de construccién y minimizacion de un
funcional asociado a un sistema de ecuaciones diferenciales, sino que se trabaja
directamente reescribiendo las ecuaciones de equilibrio interno.

Continlan en uso, evidentemente, las ideas de:
* discretizacion (o mallado) del sélido en elementos finitos.
 definicidn de funciones de aproximacion local.

A. Discretizacion (0 mallado):

E
* Qx| O, donde €, es un elemento finito genérico.
=1

® Q an =¢ Sl 1+ ] (Los distintos elementos finitos no se solapan)

B. Funciones de aproximacion local:

o ue =N eee —  El campo de desplazamiento dentro de un elemento genérico e se
interpola a partir de los desplazamientos de los nodos.
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Il. Generalizacién mediante el PTV

Formulacidon del MEF a partir del principio de los trabajos virtuales

Se plantean las Ecuaciones de Equilibrio Interno:
(notacién de indices: si un indice se repite dos veces, se entiende que

hay una sumatoria sobre el indice repetido)

Se multiplica la expresién anterior por un vector arbitrario v=v(x) y

se integra este producto en el volumen del solido:
(El vector arbitrario v puede considerarse como un “desplazamiento virtual”)

Se reescribe la expresion anterior como:

(Manipulando algebraicamente y usando el teorema de la divergencia

para expresar el vector de tracciones en la superficie).

\ ., . .
& :deformacioén virtual, asociada al

desplazamiento virtual v, a través de

una relacion de compatibilidad.

o _Lfov OV

E; —L
2 ox; O,

Trabajo virtual realizado por
las fuerzas internas en la

o \V/
deformacion virtual €

/

Trabajo virtual realizado por las fuerzas
externas (de volumen y de superficie) en

el desplazamiento virtual v.

(7)

(8)

(9)
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: Il. Generalizacién mediante el PTV

Formulacidon del MEF a partir del principio de los trabajos virtuales

Por conveniencia, la expresion anterior se reescribe utilizando

=
notacion matricial, en lugar de notacidn tensorial de indices: I(gv) odV = J- VT tdS + IVT bdv | (19
Q
‘_l_' : T
\ \'
Wlnt Wext
&n 011
A\
. (o2
Donde: “z 22 v, U, t b,
2 O33
g'=4 % 7= V=1V, u=4u, t=1t, b=1b,
2, O,y
v 3 Us t, 3
2, O3
2&,, Oy

Discretizacion del dominio: Funciones de aproximacion local, que se almacenan

E en las matrices de interpolacion global N:

Wi =D I(EV)T o dVv (12)

e=1 o}

u=N@ c=B@ (13.a) y (13.b)

v=Ng, ' =Béo

Vv

(14.2) y (14.b)
W, = [Iv tdS + jv de] (12)
e=1

oy (la matriz de interpolacion global N corresponde al ensamble

de matrices de interpolacion local, N¢)

Lloocoooooooooooooooonooonooooo oo
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: Il. Generalizacién mediante el PTV

Formulacidon del MEF a partir del principio de los trabajos virtuales

Se introduce la aproximacion (14) para vy (€¥)7 en las expresiones de los

trabajos virtuales Wy, y W}, respectivamente, para obtener:

e @) [So0v = @) [ von) |
Q Q
+ una forma discreta del . E
balance de trabajos virtuales: 0, B'odV = 9 NTtdS + | N "bdV (16)
( ) ;g'!.e ( e=l ag.[e J-

Puesto que (8,)T son desplazamientos nodales virtuales arbitrarios , de (15) y (16) se obtiene:

+ una forma continua del

equilibrio de fuerzas: J BTG dv = j N "tdS +J- N bdV (17)

\ J | - -
Y Y

fit ~— |

A .
~ N - B

v
—h

ext

+ una forma discreta del

equilibrio de fuerzas: i I B'odV = I NTtdS + I N bdV | —/| iiEs el MEF 1! (18)

e=1 e e=1\ pq°
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: Il. Generalizacién mediante el PTV

Formulacidon del MEF a partir del principio de los trabajos virtuales

.. La aproximacion por el Método de Elementos E

Finitos consiste en la solucion del siguiente I B'odV = Z I N "tdS + I N "bdV (18)

sistema de ecuaciones algebraicas :

e=1l e e=1\ an®

Observacion 1:

e El contorno del sélido puede descomponerse en 2 partes: o0 = 5Qte U@QE - _
Sin pérdida de generalidad,

el MEF se puede reescribir

e Las “tracciones” t en el contorno 0C); son datos del problema ) como:

e Las “tracciones” t en el contorno 0C); son cero en “elementos interiores”. E :
| 2 : T |

e Las “tracciones” t en el contorno 0CQ); se podran obtener una vez resuelto el =l e

sistema de ecuaciones, como “reacciones” en los nodos situados en 0Q° | | s

considerando a f,,, como
e El vector de fuerzas de volumen b es un dato del problema. J un vector de datos.
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: Il. Generalizacién mediante el PTV

Formulacidon del MEF a partir del principio de los trabajos virtuales

.. La aproximacion por el Método de Elementos
Finitos consiste en la solucion del siguiente (19)

sistema de ecuaciones algebraicas :

Observacion 2:

e Laformulacion del MEF aqui presentada, no ha hecho mencién a ninguna ecuacién constitutiva en
particular, de modo que la aproximacién definida por el sistema (19) es vélida, en principio, tanto para
materiales eldsticos como elasto-pldsticos.

Observacion 3:

e Aungue se ha completado la formulacion del MEF, el sistema de ecuaciones (19) no puede resolverse en la
practica mientras no se explicite la ecuacidn constitutiva del material, esto es, la relaciéon entre los

tensores Gy €.

¢ Se haindicado que (19) es un sistema de ecuaciones algebraicas, pero no se ha indicado si es de tipo
lineal o no lineal.

¢ Lalinealidad del sistema (19) depende de la linealidad de la ecuacion constitutiva.
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3.7.2 El Método de los Elementos Finitos: Il. Generalizacién mediante el PTV

Formulacidon del MEF a partir del principio de los trabajos virtuales

.. La aproximacion por el Método de Elementos
Finitos consiste en la solucion del siguiente (19)
sistema de ecuaciones algebraicas :

Observacion 4:

e La matriz B presente en (19) contiene derivadas de las funciones de
aproximacion local N.

e Puesto que las funciones de aproximacion N sélo dependen de la posicion y
no de los desplazamientos nodales ni de la tensidon, también B depende sélo
de la posicion.

¢ Si B esta definida en coordenadas materiales, el sistema (19) puede
expresarse en términos incrementales, simplemente introduciendo al tiempo ===)
como parametro de control de la solicitacion mecanica. Z B'do dV =

e La conveniencia (eventualmente, la necesidad) de usar la forma total de (19) e=1 (¢
o alguna de las formas incrementales de (20) depende de la naturaleza de la
ecuacion constitutiva del material, asi como del problema particular en

estudio.
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3.7.3 Aplicaciones del MEF basado en el PTV

Ejemplo 1: Aplicacion a la Elasticidad Lineal

I. Ecuacion constitutiva

en el elemento e: o= Def i
1. Aproximacion local a la deformacion: & = B°9° - =) 5 — D°B®A%Y = DB 1)
1. Matriz de conectividad nodal: ge = A0 _
IV. Puesto que en este caso D¢ es independiente del estado Se puede sustituir (21) en (19), para
tensional, no es necesaria una forma incremental obtener:

ZE:IBTDEBHdV =f

V. Puesto que @ no participa en la integracion (no depende de y
e=. Qe

la posicion), puede salir del integrando y de la sume%torif%l.
Ademas, recordando que B=B°A° y BT = A® B¢ , e |
se tiene que: [ E

= | > A"| [B* DBV |A° 0= fé(zg)

Se ha recuperado el sistema lineal de ecuaciones algebraicas de la ke
elasticidad, expresado en (1), (2) y (3)...como era de esperar!!!

v
El principio de los trabajos virtuales recupera la aproximacion MEF K
obtenida en elasticidad mediante minimizacion de un funcional
asociado a la Energia Potencial.




CONTENIDOS

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

7.3

7.4

7.5

Introduccion y Objetivos

El MEF:

I. Recuerdo

Il. Generalizacion mediante el PT.V.

Aplicaciones del MEF basado en el P.T.V.
I. Aplicaciéon a ELASTICIDAD LINEAL
Il. Aplicacién a ELASTO-PLASTICIDAD

Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson
|. Para ecuaciones no-lineales ESCALARES
Il. Para ecuaciones no-lineales VECTORIALES

El Método de Newton-Raphson en el MEF no lineal
. Implementacion ITERATIVA
Il. Implementacion ITERATIVA e INCREMENTAL



Tema 3.- Plasticidad | 3.7.- Métodos Numeéricos en Plasticidad 2

3.7.3 Aplicaciones del MEF basado en el PTV

Ejemplo 2: Aplicacion a Elasto-Plasticidad

I. Ecuacion constitutiva en el elemento e, aproximacion
local a la deformacion y matriz de conectividad nodal.
De acuerdo con (4) y (5), se tiene que:

e tan

do=D df
de = B°d6° - =) do=D""B°A°d9=D°"Bdo @
\’
do® = A°d@
Dividiendo por dt, (24) se puede reescribir como: m) S5-D°"BAY=D"BO

Il. Puesto que en este caso D®®" es dependiente del estado

tensional, es necesaria una forma incremental.
E

> [B'D*"'BdodV = df

Se puede sustituir (25) o (24) en (20.a) o0 en
(20.b), respectivamente, para obtener:

D
I
|
(@)
(1]

(26.b)
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3.7.3 Aplicaciones del MEF basado en el PTV

Ejemplo 2: Aplicacion a Elasto-Plasticidad

Il.Puesto que @ no participa en laintegracion (no depende de
la posicion), puede salir del integrando y de la sumatoria.
Ademas, recordando que B=B°A® y BT = A¢' B¢ . las
expresiones (26) se transforman en:

e=1

> AT [B DBV |A° |6
g

Como Deta" es funcion del estado tenso-deformacional, es evidente
que K@ es, a su vez, funcién del vector de desplazamientos nodales:

D" — D& () = K™ = K™(q) — .. El sistema (28) es
no lineal !!!!
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3.7.4 Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson

29

OBSERVACIONES

* Se ha visto que la formulacion del MEF basada en el PTV conduce a un sistema de
ecuaciones algebraicas.

* Este sistema de ecuaciones es no lineal, si el comportamiento constitutivo del
material es no lineal.

* Un ejemplo claro es el de la ecuacion (28), que corresponde al MEF utilizado en
conjunto con la Teoria Incremental de la Plasticidad para materiales elasto-
plasticos.

¢ COmo se resuelve una ecuacion no lineal ?

Se recordara a continuacion el método iterativo de Newton-Raphson para:
* Ecuaciones no lineales escalares (1 ecuacion, 1 incégnita)

* Ecuaciones no lineales vectoriales (N ecuaciones, N incégnitas)
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(a) Método de Newton-Raphson para una ecuacion no lineal escalar

Consideremos la ecuacion no lineal siguiente:

R(x)=0 | @

Para resolver la ecuacion (29) mediante aproximacion
numeérica, consideremos una expansion de Taylor de Ia

funcion R(x), truncada después de su segundo término:

R(x+AX) ~ R(x)+3—RAx @
X

Esto permite definir un esquema iterativo del siguiente
modo:

. o sea x* |la solucion buscada de la ec. (29)
. & sea x ! una aproximacion i-ésima a la solucion x* |

- o sea ¢ (1) = Ax(i*1) yna correccién “pequedia”, i
. definida como ¢ (1) = x* — x (0 |

donde:

(1/3)

® R esuna funcién escalar y no lineal, de

variable independiente x

e xeslaincognita enla ecuacion R=0

* No es posible despejar x por la no

linealidad de R.

Con estas definiciones, (30) se reescribe como:

drR

), ~0+))_ 0~ (i)
R(x +C 1)—0~R(X )+ ™

()

ol

i+1)

(31)
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3.7.4 Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson

(a) Método de Newton-Raphson para una ecuacion no lineal escalar (2/3)

dR -
Sien (31) se denota —— =J g) , la expresion (31) se reescribe como:

dx

R(X(i) +C(i+1)): 0~ R(X(i))-l- ‘]|(QI) C(i+1) (32)

Algoritmo Newton-Raphson

l 1. Asignar un valor inicial x(©
(es deciri = 0)
J ) oli+1) o R(X(i)) (33) 2. Para x'9, calcular Jg)) y R — R(X(O))
A ~ —
i) _ =R
3. Iterar sobre i como: C' 7/ = 0
Si el estado en la iteracion i-ésima es conocido: J R

= Jg) y xWson conocidos

— se determina la correccién c¢“*Y) como:

cli+) » = R<X(i)) (34) ~dx
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3.7.4 Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson

(a) Método de Newton-Raphson para una ecuacion no lineal escalar (3/3)

Algoritmo Newton-Raphson

1. Asignar un valor inicial x(©
(esdeciri = 0)

2. Para x 9, calcular Jg)) y RO — R(X(O))

: iy _ —RY
3. Iterar sobre i como: C =—
3
R
X(i+1) _ X(i) n C(i+1)
i _ AR
R(x?) El Método converge rapidamente a la solucién " dx «(41)

si el valor inicial propuesto para x{? es cercano (1) (141
. i+1) i+1
a la solucidén verdadera, que es x* R = R(X )
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3.7.4 Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson

(b) Método de Newton-Raphson para una ecuacion no lineal vectorial (1/3)

Consideremos ahora la ecuacién no lineal siguiente:

Ii()_(’) =0 (32) Siendo X y R vectores de n componentes.

En el caso vectorial, el método de N-R es similar al caso
escalar, aunque se realizan los siguientes cambios:

X X —  Vector de incognitas

Jo=— |:> Ji = ; : = JR()?) —>  Matriz Jacobiana de ﬁ(i)

C C — \ector de correcciones
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3.7.4 Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson

(b) Método de Newton-Raphson para una ecuacion no lineal vectorial

Consideremos la ecuacidn no lineal siguiente:

R(X)=0 | @2

En el caso vectorial, el método de N-R es similar al caso
escalar, aunque se realizan los siguientes cambios:

Siendo X y R vectores de n componentes.

(2/3)

X X
OR, /X, OR, /O
dR .
Jp=—1 |:> Jr = =Jg (X)
dx
| 0R, /0%, éR, /%, |
C|+1 C»i+1

Algoritmo Newton-Raphson

1. Asignar un valor inicial ¥® (es deciri = 0)

2. Para ¥(©, calcular Jlgo) y RO = ﬁ(?c’(o))

. N -/
3. Iterar sobre i como: ¢(*V) ~ — [J,(J)] -R®
[\/ )—(>i+1 — )—(>i +6i+1

En realidad,

esto es un

sistema lineal 11!

J |iq+1 — JR()—(>i+1)

F_éi+1 _ F_é()—(»i+1)
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3.7.4 Ecuaciones No Lineales: Método de Newton-Raphson

(b) Método de Newton-Raphson para una ecuacion no lineal vectorial

Consideremos la ecuacidn no lineal siguiente:

R(X)=0 | @2

Siendo X y R vectores de n componentes.

(3/3)

En el caso vectorial, el método de Newton-Raphson consiste en:

sustituir

UN sistema no-lineal de n ecs. x n incégnitas
tal como la ecuacion (32)

por

VARIAS resoluciones de un sistema lineal de nxn
tal como el de la ecuacion (33)

e o o o = - - - ———

Algoritmo Newton-Raphson

1. Asignar un valor inicial ¥® (es deciri = 0)

2. Para ¥(©, calcular Jlgo) y RO = ﬁ(?c’(o))

. N -/
3. Iterar sobre i como: ¢(*V) ~ — [J,(J)] -R®

[\/

El Método converge rapidamente a la solucidn si el valor inicial
propuesto para x° es cercano a la solucion verdadera, que es x*

En realidad,
esto es un
sistema lineal 11!

gitl _ gi =i+l

X=X +C
Jli;l:‘]R()—(»iﬂ)

F_éi+1 _ F_é()—(»i+1)
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Se ha estudiado como resolver una ecuacion no lineal genérica, ya sea de
tipo escalar o vectorial, mediante iteraciones de Newton.

Sin embargo,

¢ COmo se aplica el método de Newton en el caso
particular del MEF ?

. Se presentara a continuacion dos implementaciones posibles:

e Solucion iterativa del MEF

* Solucion iterativa e incremental del MEF

En ambas implementaciones, la ecuacion no lineal a resolver es la ec.(28),
particularmente en su forma de incrementos (28.a)

Un desarrollo analogo es directamente aplicable a la version (28.b)

_____________________________________________________________________________________________________________
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(a) Solucion iterativa del MEF no lineal (1/5)

__________________________________________________________________________________________________________________________

En primer lugar, se reescribe (28.a) como:

o fext
tan . tan . _ _
K®do=df | = | [K"do= [df =Af = f, T | 6o
00 fext.O
o0 o0
Admitiendo que €)= 0y que f;, =0, se tiene: j Ktandg = fext = J‘ Ktandg — fext =0
0 0
0
1 . . tan
La funcidn R se define entonces como: R = R(Q) = J K d 9 — fext
0
— L
La ecuacion no lineal vectorial a resolver Fuerzas externas
mediante Newton-Raphson es: Fuerzas internas

R(Q) -0 (35) Donde

* R :se denomina vector de residuos (fuerzas residuales)
* @: vector de incognitas (desplazamientos nodales)
» f:vector de datos (fuerzas nodales externas)
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(a) Solucion iterativa del MEF no lineal

Implementacion del Método Iterativo

Ecuacidn a resolver : R(H) =0 | @5

1. Asignar un valor inicial 6 (esdeciri = 0)

2. Para 8, calcular Jéo) y RO = R(H(O))

3. Iterar sobre i como: o ¢l [,J T R() Observacion (1)
¢Qué es J,? éCOmo se obtiene?

° 9(|+1) 9( i) _|_C(|+1)

Observacion (2)

° ] g”) =J, (0(”1)) ¢COmo se calcula el vector de
residuos actualizado?

® R(i+l) _ R(9(|+l)) _/

(2/5)
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3.7.5 El Método de Newton-Raphson en el MEF no lineal

(a) Solucion iterativa del MEF no lineal (3/5)

Implementacion del Método Iterativo Observacion (2)

éComo se calcula el vector de
residuos actualizado?

Observacion (1)

_ ] o, _ Recordando de (19) que las E .
¢Qué es J? (COmo se obtiene? fuerzas internas se obtienende T, = Z I B odV
0 e=1 e
Recordando que R =R(0)= I K®dg- f
y reconociendo que: 0 . ii Es necesario determinar la tension actual !!
e f esundato (independientede®). | | [torooooommoomeeees C
o ; ; i+1 i+1 T _(i+1
!_a derivada de un integral recupera el RO+ — firg'tJr ) _ f.= Z JB G('+ ) dv — f .
integrando. e=1 &ye |
se tiene que:
8R TTTTTTTTTTmommmmomomomomomoooees : De (4), es evidente que:
,J = = i J = K tan = K tan (0) i (36) g(i+1) _ Bg(iﬂ)
R C YR !
Y/ I R /
¥ i)

ecuacion constitutiva.

37) O—(i+1) — O'(O) + thandg Integracion de la
£0)
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3.7.5 El Método de Newton-Raphson en el MEF no lineal

(a) Solucion iterativa del MEF no lineal (4/5)

Implementacion del Método Iterativo Observacion (2) (continuacion)

¢Como se calcula el vector de
residuos actualizado?

Integracion de la ecuacion constitutiva:

Se ha visto que para actualizar el vector de residuos R en la iteracién i +
1, es necesario: * Laintegracidn de la ec. constitutiva
requiere, usualmente, un procedimiento

Integrar la ecuacion constitutiva para hallar el valor actualizado del e . :
matematico relativamente complicado

tensor de tensiones.
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" * Se han propuesto diversos métodos en la

Ahora bien, la expresidn (37) se puede interpretar como literatura (por ej.: Retorno Radial)

(1) * Estaintegracion se realiza en los Puntos
; : de Gauss.
1 t 1
o g, = I D®de =Aci™| (@rp)
* Estaintegracion puede ser
&o (l+1)

“problematica” si Ag, es “grande”,
como suele ser el caso en el Método

La integracion de la ecuacion constitutiva, debe proporcionar el Iterativo (no-incremental)
. . s (i+1) . . .
incremento de tension Ao, " que esta asociado al incremento de « Nétese que en (37.b), en D" participa,
deformacion Agéiﬂ), con: (i+1) _ _(i+1) _(i+) entre otros términos, la funcion de
A‘90 =& —&y = ¢ -0 endurecimiento del material — véase la
ec.(5.b)

Aaéiﬂ) _ O_(i+1) —0, = O_(i+1) —0
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3.7.5 El Método de Newton-Raphson en el MEF no lineal

(a) Solucion iterativa del MEF no lineal (5/5)

Resumen del Método Iterativo: ecuacion y algoritmo

Ecuacion a resolver :

1. Asignar un valor inicial 6(® (esdeciri = 0). Usualmente : 9(0) =0 8(0) =0 O'(O) =0

2. Para 6?(0), calcular J Ezo) = K™ (9(0))2 K et y R(O) = R(H(O)): 0- fext =—f

3. lterar sobre i como: @ C(I+1 —[J T R es decir, resolviendo el sistema lineal [J ] (i+1) _ = —ﬁ(i)

R(@) =0 | @5

ext

g(|+1)

° 0(|+1) 9()+C(I+1) (|+1) Be(|+1) ° O_(|+1) _|_ J'Dtandg

° J (i+1) _ ~K tan ((9(i+1))

Condicion de parada:

o R(m) = R(G(i+l)) Asignar @ = H(i+l) cuando HR(i+1)

[Rl") | <tol
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(b) Solucion iterativa e incremental del MEF no lineal (1/2)

Sea 0% la solucion de la ecuacion no lineal vectorial

Normalmente, la condicidn de cercania entre 8% yo*

no se cumple !!!

.I:n+1:fn +

ext ext

en +1

|

0

n

f
KtandH:

n+1

[ df = (af
fn

ext )n+1

Se divide f ., en variosincrementos de carga:
(Afext )n+1 con n=012,... siendo lafuerza total fext -

Asumiendo como conocido el estado n-ésimo, se aplica el método de
Newton-Raphson a la ec. (34) modificada del siguiente modo:

(37)

(Afeq),

M
m=1
Donde:

e 0,,1 :vector de incégnitas (desplazamientos nodales)

 (Afoxt)n+1 :vector de datos (fuerzas nodales externas)




Tema 3.- Plasticidad | 3.7.- Métodos Numeéricos en Plasticidad

3.7.5 El Método de Newton-Raphson en el MEF no lineal

46

(b) Solucion iterativa e incremental del MEF no lineal

(2/2)

Resumen del Método iterativo e incremental: ecuacion y algoritmo

1
Ecuacion a resolver : l R(@

|

1

o =c

1. Asignar un valor inicial 8(® (es deciri = 0).  Usualmente : (9(0) =0, 8(0) =&, n

n

2. Para 6 | calcular Jéo) =K ((9n) y R(O) = R(H(O)): 0—fIt=—f""

ext ext

3. lterar sobre i como: @ C(I+1 [J T R es decir, resolviendo el sistema Imec{l] ] (i+1) _ = —K’(i)

€(|+1)

° 9(|+1) 9()+C(I+1) °: (i+1) _ Bg(|+1) ° O_(|+1) _|_ IDtandE

° Jlgi+1) _ K tn ((9(i+1))

Condicion de parada:

o R(i+1) _ R(O_(i+1)) Asignar ‘9n+1 = 9(i+1) cuando HR(iJrl

1= [R(")| <to




